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摘 要：Arnold变换的周期在图像置乱、图像水印和信息隐藏中具有重要的应用。为了更有效地进行图像置乱等操作，同 

时，为了进行 Arnold变换在图像置乱等安全性的研究，需要更深入和全面地研究 Arnold变换的周期及其规律性。为寻找 

更快地~-I-~Arnold变换周期的新算法，应用迭代Arnold变换矩阵与Fibonacci序列之间的关系，建立了通过Fibonacci数特 

征计算 Arnold周期的定理。根据该定理，提出了快速计算Arnold变换周期的新算法。实验结果表明，新算法与原算法相 

比在计算Arnold变换周期方面，速度有了很大提高。因此，新算法适用于快速计算Arnold变换的周期和用于图像置乱等 

操作。另一方面，所建立的定理在理论上也是有价值的。 
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A New Algorithm for Calculating Period of Arnold 

Transformation 
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Al~traet：The p酬 ofArnoldtransformationhas someimportant applicationsinil-lqage scrambling，w~el'markirlg andinformation cover- 

ing．InordertOprocessilYl~e scrambling etc．Illore efficiently，meanwhile，to researchthe securityofin18ge scrambling usingArnoldtrans· 

formation。thep商c_d anditsrulesneedtobe smdied deeply．The aimofthispaperistofindllewfast alg0rithm computing periodofArnold 

transformation．Using the relationshipbetweeniterativeArnoldtransformationmatrixandFibonacci sequeFl~，atheorem forfindingpe riod 

of Arnold transformation ma trix from the characteristics of Fibonacci nmnbers is established．According to this theorem，a new algorithm 

forfastcomputing the period ofArnoldtransformationis professed ．nle results ofexperiments show thatthenevN algorithm forcaledating  

theperiodismuchfasterthanold algorithms．Hence，the new algorithm is very usefulforfast computing p日 dsofArnoldtransforrm— 

tionS．Ontheother hand，the establishedthcort~flis valuableintheory． 
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在一幅灰度数字图像中，各点的灰度值是其坐标 

(z， )的函数f(x， )。因此，一幅数字图像对应一个 

图像矩阵，矩阵的每个元素所在的行与列就是图像显 

示在屏幕上诸像素点的坐标，元素的数值就是该像素 

的灰度值。近年来，许多基于几何变换的置乱方法被 

提出并得到应用，Arnold变换就是其中的一种基于像 

素几何位置变换的置乱方法。20世纪 90年代末，齐 

东旭等人【1】对 Arnold变换及其在图像信息隐蔽和图 
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像置乱技术中的应用作了大量的工作。例如齐东旭、 

邹建成等人给出了矩阵变换模周期存在的条件，研究 

了Fibormcd—Q矩阵变换的周期和 Arnold变换周期 

之间的关系等，文献[2～5]研究了Arnold变换的周期 

性及计算 Arnold变换的最小周期的算法。但是到目 

前为止，人们仍然没有很好地解决快速、有效地计算 

Arnold的周期等问题 J。 

文中进一步研究了Arnold变换周期的性质。给 

出计算Arnold变换周期的新算法，实验结果表明该算 

法优于已有的一些算法。 

l 关于Arnold变换 

二维 Arnold变换是V．I．Arnold在研究环面上的 
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自同态时所提 出 的。设 M 是 光滑流形 环面 {( ， 

y)modl}。M 上的一个自同态 定义如下 ： 

(z，Y)= ( +Y， +2y)(mol1) 

这里(mod 1)表示单位正方形区域(0≤ ，Y≤ 1)上 

的模 1运算。显然 ，映射 导出覆盖平面( ， )上的一 

，1 1、 

个线性映射，其变换矩阵是 =f： ：)。将这种变 、1 二， 

换应用于正方数字图像 N?Cq，可以引入关于数字图像 

Arnold变换的概念。 

定义 1 设 (z， )T为正方数字图像 N2~'4上的 

点，称将点(z，．)|)T变到另一幅图像上点(oZ" ，Y ) 的变 

换 

㈥=( ) (mod N) (1) 
为二维Arnold变换，简称Arnold变换，其中，z，Y∈ {0， 

1，⋯，N一1} 

称A=( )为A ld变换矩阵，N为数字图 
像矩阵的阶。 

将Arnold变换应用在数字图像上，可以通过像素 

坐标的改变而改变图像灰度值的布局，经 Arnold变换 

后的图像会变得“混乱不堪”，这就是图像置乱的概念， 

参见图 1。 

对置乱的图像继续使用Arnold变换，一定会出现 
一 幅与原图相同的图像 ，这就是 Arnold变换周期的概 

念。 

定义2 设数字图像矩阵 P=(P )的阶为 N，P 

有 N 个元素。对给定的正整数 N，Arnold变换周期 ”， 

是指使得图像矩阵 P经一系列Arnold变换后回复到 P 

的最小自然数。 

设点 ( 1，Y1) 经一次 Arnold变换变到点 (z2， 

Y2) ，再经一次 Arnold变换变到点(Lz3，3'3) ，以此类 

推，如果当变换到点( ，Y ) 时，再经一次 Arnold变 

换Y-N到点(工1，Y1) 。称这 ”z个点(Lz ，Y ) (i：1，2， 
⋯ ， z)构成模N下 Arnold变换的一个 一轨道，用记 

号{( l，Y1)。r，(z2，3'2)T，⋯，(z l }表示，并称 z 

为该 一轨道的长度。 

对于给定的自然数 N，Arnold变换的周期实际上 

就是图像矩阵 P中N。个点(z， ) 所在的所有轨道长 

度的最小公倍数。 

F．J．Dyson和 H．Falk证明了关于Amold变换的周 

期估计定理。 

定理A 对于给定的正整数 N，当N>2时，周期 

N 满足不等式 

mN≤ N ／2 

(b)经1次Arnold变换 

(e)经4次Arnold变换 【n 经5次Arnold变换 

图 1 Lenna图的各次 Amold置乱 

表 1给出了模 N 的Arnold变换的各个周期。 

表 1 不同阶数 N 下Arnold变换周期 

N 2 3 4 5 6 7 8 9 1O ll 12 

N 3 4 3 10 12 8 6 12 30 5 12 

N l3 14 15 16 l7 l8 l9 20 21 22 23 

mN 14 24 20 12 18 12 9 30 8 15 24 

N 25 50 60 1oo l20 125 128 256 480 5l2 l024 

N 50 I5O 60 15O 60 250 96 192 12O 384 768 

2 计算 Arnold变换周期的算法 

定理 Br ] 对于给定的自然数 N >2，Arnold变 

换(1．1)的周期 即为数字矩阵P中元素(1，1)所属 

轨道的长度，即 z 是使下式成立的最小 自然数7l： 

( ；)(mod N) 
根据定理B，用 Matlab的编程语言，算法的主要部 

分代码如下： 

n=1； 

X=1；Y= 1； 

％tic％计时开始 

flag：0； 

whileflag：=0 
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Ⅺ1 x+ y； 

yn=x+2 y； 

if(moa(xn，N)=：1&mca(yn，N)==1) 

Period=It； 

{lag=1； 

end 

x=mod(xn，N)； 

y： (yn，N)； 

n n+1： 

end 

％ ％计时开始 

3 计算 Arnold变换周期的新算法 

称fl=1，厂2=1， +2： +1+ 为Fibonacci序 

列。下面的定理给出了Arnold变换与Fibonacci序列的 

关系(参见文献[4])。 

定理3．1 对 72次Arnold变换矩阵 A”，成立如下 

公式 ： 

一 ( f2． ，⋯， 
(3) 

下面是文中的定理。 

定理3．2 Arnold变换的周期 玎zN等于 Fibonacci 

序列中第1次出现 

一 1=1，厂2 =0(rood N) (4) 

时的 ，l。 

证明：由式(2)和(3)得 

= ( )c N， ㈤ 
应用定理B，式(5)表明，Arnold变换的周期 N是 

Fibonacci序列中第 1次出现 

一 l：1， =0，厂2 +l=1(mod N) 

时的 n。由 

，2 十1：f2 一1+f2 

可知，当式(4)成立时，必成立 +l=1(rood N)由此 

证明了定理 3．2。 

应用定理3．2，得到计算 Arnold变换周期的新算 

法。新算法与原算法的不同之处，在于新算法不用 

Arnold变换，仅仅通过取模的Fibonacci序列就能获得 

其周期，新算法不用语句 

= z+2 

从而大大地减少了乘法次数，提高了运算速度。 

下面是用 Matlab编写的源程序： 

％AmoldPeriod．m 

％作者 孙燮华，2006．10．31 

n 1；x 1；y 1； 

％tic％计时开始 

flag=0；％while循环标志 

whileflag=：0 

Ⅺl=x y；％计算下一个 Fi~nacci数 

yT1=Y+xn；％计算下一个 Fibomcci数 

xn—modN：mod(xn，N)； 

yn—modN=mod(yn，N)； 

if(xn—rrlodN==1＆ yn—modN==0) 

Period=n+1： 

flag=1；％while循环结束 

end 

x=xn—modN； 

Y=yn—modN； 

n=n+1： 

end 

％toc％计时结束 

4 实验结果 

下面是在同一台计算机上，相同运行环境下计算 

Arnold变换周期的速度比较。表2的数据表明，新算 

法比原算法的计算速度上有了很大的提高。 

表2 原算法与新算法的速度比较 

(时间单位：秒) 

N 256 1024 65536 1oc哪 0 2ocIoIDo 

原算法 
0．0l O．O2 0．61l O．84l 1．612 

速度 

新算法 
O．0o 0．00 0．o3O 0．050 O．120 速度 

5 结束语 

文中使用了不同的思想方法，提出了快速计算 

Arnold变换周期的新算法。实验结果表明新算法比原 

算法在计算速度上有了很大的提高。该算法在研究 

Amold变换周期中，不仅具有实用意义，而且在理论上 

也是有意义的。 
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