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C—B样条曲线的形状修改 

宋丽平，秦新强，祁伟丽 

(西安理工大学理学院，陕西 西安 710054) 

摘 要：提出了控制C—B样条曲线形状修改的两种方法：修改控制参数和修改控制顶点。在分析 C—B样条基函数导数 

曲线特性的基础上，得出了控制参数对曲线形状的作用，提出了调节控制参数修改曲线形状的方法；另一方面，运用约束 

优化方法，修改 C—B样条的控制顶点，使得 C—B样条曲线通过调整的控制顶点．使修改前后曲线的距离范数达到最小。 
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Shape M odification of C。——B。——spline Curves 

SONG Li—ping，QIN Xin—qiang，QI Wei—li 

(School of Science，Xi’an University of Fechnology，Xi’an 710054，China) 

Abstract：In this paper，two methods of changing the control parameter and chapqging control points&re presented for the shape modifiea— 

tion ofC—B-spline curves．The relation betweenC—B—spline eurvf~andthecontrol parameterisobtained basedonthean alysisofthe 

derivative C—B—spline basis functions．Furthermore，presents a new method constrained optimization based on chemging the contml 

points ofthe cllrves．Bythismethod．modify controlpo intsoftheoriginalC—B—spline CUrVC~to satisfythegivencormtraintsandmodify 

the shape of the CUrV~ optimally． 
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0 引 言 

C—B样 条是 一种 新 颖 的 曲线、曲面造 型方 

法_1~3】，在保持B样条方法许多优点的基础上，能够方 

便、简洁、精确地构造二次曲线曲面，与N1 BS(n0n— 

uniforn1 rational B—splines)相比，C—B样条具有算法 

简单、节省存储空间、运算速度快、参数选择容易等特 

点。 

曲线的设计和修改一直是计算机图形学、CAD／ 

CAM和数控技术领域最重要的研究主题之一。文献 

[4]提出了NURBS曲线外形修改的两种方法：基于控 

制顶点和基于权因子的修改。文献[5，6]给出了同时 

修改控制顶点和权，改变曲线外形的方法。文献[7，8] 

分别给出了NURBS曲线和曲面几何约束修改的新方 

法。 

基于上述研究成果，针对 C—B样条曲线的形状 

控制进行了深入的研究和分析，并提出了通过修改控 
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制参数和控制顶点来改变C—B样条曲线形状的两种 

有效方法。 

1 C—B样条基函数及其性质 

C—B样条曲线是指用[sint cost t 1]代替三次均 

匀B样条曲线方程的基[t t t 1]而构成的曲线。其定 

义用矩阵形式表示为： 

P (t)=Bo(t)×bi十Bl(t)×b +l十B2(t)×b +2 

1 

十B3(f)×bi十3 (sinf COsf f 1) 
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其 中 0< 口≤ 丌，0< t≤ 口，S= sing，C =cOs口， 

i=0，1，⋯，n一1；b ，b汁1，bm ，bm 为C—B样条曲线 

的控制顶点，且 

B0( 、- 墨 ， 
B1(￡)=B3(￡)一2B0(￡)十 ， 

B2(￡)=B0(￡)一2B3(￡)十 一， 
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， 一 二 !望 D

3̈ ，一2a(1一C) 

称为C—B样条曲线的基函数。 

设a保持不变，t从0变化到a，就得到C 

— B样条基函数关于t／ct图形(见图1)，在图 

1中，分别以 a=7r／4、7r／2、3 ／4和 7r时基函 

数曲线作为研究对象。则从 C—B样条基函 

数与三次均匀 B样条基函数的图形中可以 

得出 C—B样条基函数具有以下性质： 

(1)C—B样条基函数的图形与均匀B样 

条基 函数 的图形类似，B3(f)和 B0(f)， 

B2(￡)和 B1(f)是关于 t／ct=1,2对称，当 一0时， 图1 C—B样条基函数图形 

C—B样条基函数十分接近均匀 B样条基函数； 

(2)当t=0时，B3(t)=0，C—B样条曲线 

通过前三个控制顶点b ，bⅢ，bm；当t=a时， 

Bn(z)=0，C—B样条曲线通过后三个控制顶 

点 bi+l,b +2，b +3； 

(3)随着 a的增加，对于相同的 t／ct，B (t) i 

和 B0(t)的增加 ，B2(t)和 B1(t)减少，曲线受 

b ，bm 的作用减弱，曲线变得扁平；当a一 0 

时，曲线越来越凸，并接近均匀 B样条曲线。 

2 控制参数仅的作用 

控制参数 a的引入，使得C—B样条方法具 

有比B样条方法更强的曲线表达能力。当4个控制顶 

点保持不变，a在(0，丌)变化时，可获得一族C—B样条 

曲线，见图2。 

逸+ 

图2 控制顶点不变，Ot变化时得到的 
一 族 C—B样条曲线 

当k=t／ct(0≤k≤1)固定，口变化d口时，C—B样条 

曲线族上的任一点 (a，k)所产生位移： 

[ bi+ bi+1+ bi+2+ ，]da 
0< a≤ 7r，0≤ k≤ 1 

其中 

d(B0(a，k)) 
da 

1～k)一(1一k)cOs(a一忌口)][2a(1一cosa)]一[2(1一cosa)+2a(1+sina)1f(a—ka)一sin(a—ka 

d(B3(a，k)) 

——五一  

d(B1(a，k)) 

[2a(1一COS6f)] · 

k—kcoska)][2a(1一COSO1)]一[2(1一COSa)+2a(1+sina)][(ka 一sinka 

d(B2(a，k)) 

——五一 。 

【( k)一(1一k)COS(a—ka)][2a(1一∞8a)]一[2(1一∞sa)+2a(1+sina)1『(a一忌口)一s’In(a— 
[2a(1一∞8a)] 

1 +忌 【
a( 一∞8a)J 

e  

4  
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根据基函数对称性，d(B (a，忌))／da与d(B (a， 

忌))／da以及d(B2(口，忌))／da与d(B1(口，忌))／da关于 

a 的图形是相对于 是= 1／2对称的，因为 d(B (a， 

忌))／da和d(B．(a，忌))／da和a有较好的线性特征，由 

此可以得到 a控制曲线形状的近似计算方法。 

设4个控制顶点固定，是=t／a为(0，1)内的任意 

值，m，n为相应的均匀 B样条曲线和 a=丌的 C—B 

样条曲线上的点，则可以近似地认为，以控制参数为 a 

的 C—B样条曲线上的点位于连线 mn上(见图 3)，且 

满足 

ll J，坫ll：ll sn ll=(口／7r) ：1一(口／7r) (2) 

B—s 

vrith = 丌 

图3 ，n和S的位置关系 

这一近似方法一方面可以将 a对曲线的作用用 

直观的方式表达出来，另一方面又为通过调节控制参 

数 a来修改曲线的形状提供了方便。 

3 调节控制参数 伍来修改曲线的形状 

设 4个控制顶点的位置保持不变，当 a增加时，曲 

线靠向相应的均匀 B样条曲线，当 a减小时，曲线靠 

向相应的 a：丌的C—B样条曲线。曲线的整个调节 

范围是均匀 B样条曲线和 a=丌的 C—B样条曲线的 

区域。 

假设一条控制参数为 a的C—B样条曲线上 t= 

胁的一点S，欲将该点产生一个位移 到S ，S和S 

在连接相应参数的均匀B样条曲线和a=丌的C—B 

样条曲线上的点间的连线C(K) ( )上(C(K)为 

均匀 B样条曲线)，单位矢量为 =(C(忌)一 ( ))／ 

f C(忌)一 ( )l，以靠近均匀 B样条曲线为正，位移 

大小为d，这可以通过调节控制参数 a的值来实现。 

若精度要求不是很高，可按式(2)来近似求得改变后的 

口 的值。 

曲线形状修改前： 

S=(1一口／7r) P (忌7r)+(口／rr) C(K) 

曲线形状修改后 ： 

：S+ =(1一(口 ／7r) )P (忌7r)+(口 ／7r) C(K) 

于是得到新的控制参数 

口 =7r·、／／(a／rr) 一 ／l c(忌)一P (忌7r)l (3) 

若位置精度要求很高，则可将 a 的值带入C—B 

样条曲线方程中，通过交互修改精确求得新的控制参 

数的值。 

上述情况是指已知由曲线上一点 S，由于位置改 

变 ，而使控制参数从 a变为a 。在实际的工程曲 

线曲面设计 中，经常遇到另一种情况时，控制顶点给 

定，要求通过选择 a的值，让曲线通过某一指定的点 

r 。 根据上面对 a作用的分析，只要 r位于均匀 B样 

条曲线和 a=丌的 C—B样条曲线之间的区域，就可以 

通过选择合适的a值，使得C—B样条曲线通过点 r。 

首先反求 是值。估计点 r处的忌值，作一系列在 

该值附近的C(K)P ( )线，选取容许误差范围内的 

忌值；然后计算 d= ( )，这样点 r以点P ( )为 

参考，代入(3)式，即可求得控制参数： 

口 =7r、／1一d／I C(忌)一P (忌7r)I 

将求得的 a 代入 C—B样条曲线方程，再可以通 

过交互修改的方法来进一步提高精度。 

4 调节控制顶点来修改曲线的形状 

在设计和表示C—B样条曲线时，也可以通过调 

整特征多边形的位置来修改曲线的形状，直到获得满 

意的结果。设 S为第i段C—B样条曲线上的一点，其 

对应的参数 t的值为t ，T为调整后要通过的目标点， 

为了使曲线通过目标点 T，必须对曲线的控制点进行 

修正。由于C—B样条曲线的局部性，不需要对曲线 

的所有控制点进行修正，只需修正与该段曲线相邻近 

的曲线段上的控制点即可。由C—B样条曲线的性质 

可知，第 段C—B样条曲线由 +3个控制顶点所决 

定。若 i：0，将影响第 i， +1，i+2，i+3段 C—B样 

条曲线。 

在实际工程应用中，常采用约束优化的方法通过 

调节控制顶点来修改曲线的形状，方法如下： 

假定要调整的点在第 i段C—B样条曲线上，并 

假设控制点 b +1的修正向量为 e +f=(e f， +1， 

E )T(f=0，l，2，3)，则修正后的C一样条曲线方程组 

为： 

3 

(f)+ +1Bt(t) 

≤3 

3 

+ e +lBt(f) 

3一 

(f)+禹e川+lBt(t) 
定义曲线 (f)和P (t)的距离范数 d(Pi(t)，P 

(f))为 ( (f)， (f))=J 6(Pi(f)一 (f))Zdt，又 

曲线 Pi(t)和一Pi(t)之间所夹面积应为：S=』6 I(Pi 

) ／，／ ， ) 【J <、 ， 
： = 
) ．J ： ) ㈤ ㈤ 
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(t)，一Pi(t)l d￡，容易得 ：s≤ (P (t)， (t)) ，若能 

使所定义的距离范数达到最小 ，则可使 S尽可能 的 

小，另外这样定义距离范数也是为了便于后面的计算。 

由于目标曲线过 T，所以曲线满足：T=P (t )= 

( +1+ 1)Bl(ts) 

用约束优化的方法来确定 ￡ +，( ：0，1，2，3)，使 

之满足： 

差 (￡)一 (￡)) dt=Min( =0，1，⋯，6， 
表示第 段C—B样条曲线) 

由于 C—B样条曲线的局部改动不会对所有段的 

曲线有所影响，所以只需考虑有影响的曲线段最多为 

7段 ，即有 ： 

』6(吾3(番3 i-k+1 (￡)) +(磊3 e + (￡)) +吾3 

( +lBl(￡)) )dt=Min 

用拉格朗日乘法作： 

L=』6(言( i-k+1 (￡)) +(盏 1B )) + 
置3(3磊-ke + + B，(￡)) )d￡+ (T一 (￡ )) 

其中 = 3)为一常量。由麦 (L) 

夏 (L) (L) 0，可以得到关于未知量 

=0，⋯，3)和 的方程组 ： 

3 

(f) ￡⋯ Bt(t)Br(t) 

f))dt：2／3p(ts) 

该方程组中有 15个变量和 15个方程，所以可以 

通过解上述方程组得到 b +l的修正向量 ￡H，( =0， 

⋯

，3)。 

可令a(p，g)：J 3Bp(￡)B口(t)dt，z=(￡l，⋯， 

。 +3， )T， =(0，0，⋯，T—S)T，贝0可得： 

应的调整。图 4中折线代表原控制顶点构成的特征多 

边形，原图由实线绘制，修正后的已在图上标出。 

图4 多分段 C—B样条时单点约束 

5 结束语 

通过调节控制参数 a来修改曲线形状，不影响曲 

线首末端的位置和切矢方向，在多段 C—B样条曲线 

G 拼接时，调节控制参数 a不会破坏各段曲线间原 

有的连续性；通过运用约束优化方法及 C—B样条曲 

线的性质，对 C—B样条曲线的形状进行了局部修改， 

把问题转化成用拉格朗日方程求极值的数学模型，使 

得C—B样条曲线通过调整的控制顶点，这为曲线修 

改提供了一种新的思路。由于具有局部性，故曲线形 

状修正较快，可用于计算机辅助设计。 
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