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使递归算法泛型化 
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摘 要 ：对于泛型程序设计来说 ，类型理论 中的参数化多态是其理论框架，因为参数化多态引入了类型变量，使得类型参 

数化，从而完全支持类型上的抽象。然而对于现行的泛型算法，无论是 C++标准模版库中的泛型算法还是基于函数式程 

序设计语言的算法，函数功能的定义比较具体化、单一化，因而缺乏可扩展性和高度的复用性。将对递归算法进行抽象， 

构造原始递归构造子，使得一般的泛型算法都可以通过该算子来构造，从而加强泛型算法的可复用型与可扩展性。除此 

之外，分析了递归算法构造子与泛型程序设计中的iterator概念和用于描叙泛型概念的形式化语言 Tecton中所提倡的 

reuse概念的一致性。也给出算法复杂度的定量分析，并用函数式语言M1 来实现。 
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Making Recursive Algorithms Generic 
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Ahstraet：Parametric polymorphima is crucial to generic pmgranu~ing in tMt it adopts parameterized types and therefore fully supports the 

abstraction on types．However，current g肌eric algorithms，both developed in C+ + standard template library and in functional program— 

mirlg，have sole and concrete functional definitions，which lack sea]ability and reusability．Presents the abstraction on algorithms and 

primitive recursion constructor，aiming to reinforce the high reusability and extensibility of generic algorithms．In addition，analyzes the 

consistency of this algorithm ic abstraction with gen~ c iterator concepts and Tecton conmp~，presents quantitative time— complexity 

analysis，and gives the practical implementation in ML． 
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O 引 言 

参数化多态[ ，0]于20世纪引入类型理论。参数 

化多态对于泛型编程来说至关重要，因为它使得类型 

参数化，从而支持类型上的抽象：用类型变量(模版参 

数)来替代那些实例化的类型，当使用时，这些类型变 

量由编译器重新实例化为指定的实际类型。首先，介 

绍参数化多态的理论框架，即类型系统 F的语法： 

类型 T，U：：= X I r I T*U I T— U I ．T I 

V X．T 

原子类型 r：：：Bool 1 Real I Int I 1 

项 t，“：： I 73 I<t，“>I ．t l f“l AX．t l t< 

X > 
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变量上下文 r：：=·I r，z：T I r，x 

类型规贝0 r，z I—z：T 

类型包括类型变量、原子类型、序对类型、函数类 

型、递归类型和全称类型。原子类型包括布尔类型、实 

数类型、整数类型和单位unit类型。项包括项变量、值、 

序对、项的 lambda抽象、项 的 lambda应用、类 型的 

lambda抽象和类型的lambda应用。变量上下文包括类 

型变量和项变量的序列。类型规则包括项的 lambda抽 

象和应用规则：r卜 ．t：T1一 T2，r I—U：T1，( ． 

t)“三 [ H]t以及类型的 lambda抽象和应用规 

则：r I—Ax．t：V X。T1，(Ax．t)< T2> [x— 

T2]t。 

参数化多态使得算法和数据结构不依赖于特定的 

类型，因此泛型算法可以作用于不同数据类型的数据 

结构且不用重写代码。然而，现在的泛型算法在功能 

的定义上比较单一、具体和独立，因此导致这些算法抽 

象程度底、可扩展性差。为了解决上述的问题，引入了 

高阶抽象和结构化多态。尽管以前的学术论文i．3,a J有 
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这方面的涉及，但是只是涉及一些特例，没有理论的分 

析，也没有泛型概念的叙述。文 中将通过以下几方面 

来弥补以前的不足：分析高阶抽象与原始递归的联系， 

为算法抽象的机制构建理论框架；用形式化语言Tec— 

ton来描述算法抽象并用iterator概念来分析原始递归 

构造算子unfold，从而表明文中的算法抽象与泛型概 

念的一致性；在应用方面，用函数式语言 ML实现并进 

行复杂度分析。 

1 基于原始递归的算法抽象 

为了了解使递归算法泛型化的必要性，首先给出 

一 些例子。通过这些例子，可以发现这些递归算法结 

构的相似性。仅在下面的例子中，将类型变量显式地 

表示出来以突出参数化多态(类型变量)机制的引入； 

而在以后的章节中，我们的描述将近似于ML语言，将 

不把类型变量显式地表示。 

例 1 递归函数 AppendElem将一个元素添加到 

一 个泛型链表的尾部。如果函数接受一个空的链表， 

则直接用链表构造子Cons将元素插入空链表；否则用 

Cons函数 ，通过递归重新构造新链表。 

AppendElem<X> Elem Nil=Cons<X> Elem Nil 

AppenclElem<X> Elem (Cons<X> x List<X>)=Cons< 

X> x(AppendElem<X> Elem List<X>) 

> Cons<X> ：VX．X— (List X)— (List X) 

> AppendElem<X>：V X．X— (List X)— (List X) 

例2 递归函数 ReverseList通过上述定义的Ap— 

pendElem函数将链表中元素的排列顺序颠倒。 

Reverse_List<X> Nd：Nil 

ReverseList<X> (Cons<X> x List<X>)：AppenclElem 

<X> X(Reverse．List<X> List<X>) 

> AppendElem<X> ：V X．X—+(Ljst X)— (List X) 

> ReverseList<X> ：V X．(List X)— (List X) 

例3 递归函数 InsertionSortList按照插入排序算 

法，通过 InsertionlnOrder函数(将一个元素有序地插 

入一个已排序好的链表中)排序一个链表。 

InsertionSortLiSt<X> Nil：Nil 

InsertionSortList<X> (Cons<X> x List<X>)：Inset． 

tionlnOrder<X> x(InsertionSortList<X> List<X>) 

> InsertionlnOrder<X> ：V X．X— (L t X)— (List X) 

> Ir~ertionSortList<x> ：Vx．(List x)一(Lkst X) 

从以上例子可以得出所有的原始递归形式有着相 

同的特征：所有的原始递归由基函数(Base)和生成构 

造子(Generating Operator，C~')per)构成。假设 h是通 

用的原始递归函数，，为基函数，g为生成构造子，则： 

h( ，Y1)= f(x)，h( ，Yn)= g(x，Yn，h(z， 

Y( ))) 

h=rec(f，g) 

当进一步观察上面给出的三个例子，不难发现例 

子中的递归构造与 无关且g是二元函数。虽然表达 

能力上较通用的原始递归函数有所减弱(如无法表达 

Ackmen函数)，但是足以表达大部分的递归算法。接下 

来，给出该递归函数的构造子 unfold，unfold作用于一 

个原子类型的项(Base)，一个二元函数类型的项 

(GOper)和一个递归类型( ．T)的容器。 

B&se：， 

List：(T ： ．VX．(X*R)) 

GOper．*(T‰ ：VX．VY．x-+Y．+Y) 

Unfold：正习 ， 

Urffold~---Urffold GOper Base Nil=Base 

Unfold G01)er Base(cC惜 x List)：GOper x(Un／old G01)er 

BaseList) · 

UnfoId三三三 。per．XBase．LList． 

match List with Nil=>Base； 

l Cons(x，List’)=~GOw-r(x，Unfold(G01)er，Base， 

List’))； 

unfold概念原先应用于递归类型[1,5,6】：对某个递 

归类型 ．T的展开，即 unfold操作就是将结构体 丁 

中所有的X用递归类型本身来替代。比如 unfold(／2X． 

T)=[x ．T]T，其中 是标准的替代符号。 

这里将 unfold概念移植到含递归结构的容器上，从而 

可以遍历容器中的所有元素。以下是展开一个泛型链 

表的操作： 

unfold(List1)：Co ns el unfold(Lish) 

：Cons el Cons e2 unfold(Ust3) 

=Cons el Co ns e2 Cons es unfold(List4) 

：Cons el Cons ez Cons e3⋯ Cons e( 一1)unfold(List．) 

：Co ns elCo ns e2Co ns es⋯ Cons e( 一1)Nil 

除了本节开始所介绍的算法之外，可以用 unfold 

递归算法构造子构造许递归算法，例如 SumList对泛 

型链表中所有的元素求和；MapList映射泛型链表中 

的每个元素；ConcatenateList将一个泛型链表添加到 

另一个泛型链表之后；FilterList将链表中不符合条件 

的元素去除。 

AppendElem~=?,Elem．kList．(unfold Cons(Cons Hem Nil) 

List) 

Reverse； ListList．(unfold AppendElem Nil List) 

InsertionSortList~kList．(unfold InsertionlnOrder Nil List) 

SumList~kldentity．kList．(unfold Plus Identity List) 

MapLis~ kUnaryFunction．地 st．(unfold(Composelst Cons 

UnaryFunction)Nil List) 

ConcatenateList~--kList．kList’．(unfold Cons List’List) 

FilterList~=kUnaryPredicate．kList．(unfold(Binder3rd Condi— 

tionalCons UnaryPredicate)Nil List) 
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2 支持 Tecton的使用概念 

泛型编程是一种开发通用的、高适应性的、和高复 

用性的软件构件技术，因此可复用性是泛型概念的核 

心。这点在 Tecton语言[ ，8]的使用概念(use concept) 

上明显地反映出来。泛型概念不提倡 Tecton语言中 

的优化概念(refinement concept)，因为优化有着与类的 

性质相似的继承和层次结构关系，从而容易导致优化 

过程是建立在脆弱或错误的基类之上。文中的算法抽 

象对 Tecton的使用概念充分的支持，因为该抽象运用 

操作之间的纯粹的组合，而避免了操作之间的层次关 

系。用Tecton语言描述了通过递归抽象所构造的算 

法，以下是核心部分。 

<AppendElem，Using List，Unfold> 

Abbreviation：AppendElem is Unfold[with Cons as GOper， 

Cons(Hem，Nil)asBase，List asSequence]； 

<ReverseList，USing List，Apw_ndElem，Unfold> 

Abbreviation：Rev~ ist is Unfold[with AppendElem as 

GOper，Nil asBase，List as ence]； 

<SumList，U．~ng l&．．nfity，Plus，list，Unfold> 

Abbreviation：Suml2stisUnfold[wirePlus asGOper，Identi— 

ty asBase，List as sequence]； 

<MapList。Using List，Unary—op，Co mposelst，Unfold> 

Abbreviation：MapList is Unfold[with Composelst(Cons 

Unary—op)asGOper，Nil asBase，List asSequence]； 

<Co ncatenate．List，Using List，Unfold> 

Abbreviation：Concatenate．List is Unfold[with Cons as GOp— 

el"，List’as Base，List as Sequence]； 

<FilterList，Using Binder3rd，Co nditional—col'~，Unary— 

predicate，List，Unfold>~--- 

Abbreviafion：FilterLis[is Unfold[with Binder3rd(Condition— 

al一∞ns，Unary—predicate)as( )per，Nil as Base，List as Se— 

quence]； 

<InsertionSortList，Using Insertion—in—order，List，Unfold 

>暑  

Abbreviation：lnsertionSortHst isUnfold[with InsertiorI—in 

—order as GOper，Nil as Base，List as Sequence]； 

根据 Tecton语言中的使用概念，不难发现许多 

STL中的具体算法都可以用操作的组合来实现：un— 

fold函数，Plus函数和返回常值为 l的函数可以组成 

Count函数。所有的 Find，Find if，Remove和 Remove if 

可以由 FilterList函数来构建。Count if可以由 Fil— 

terList和 Count来构建。For each可以由MapList来 

构建。还可以构建Replace，Rotate等等。 

3 支持 Iterator概念 

从本质上来看 ，unfold遍历了泛型链表的每个元 

素。这与iterator的概念一致：iterator是容器与算法的 

接口，算法通过 iterator对容器的元素进行访问和操 

作。itemtor使数据结构与算法互相独立，且算法更为 

通用。已经定义了泛型链表的unfold函数。除了泛型 

链表之外，可以定义其它一维数据结构的unfold函数， 

如vector，stack，set等。也可以建立二维数据结构的 

unfold函数，如二叉树： 

Unfold bintrce~ kGOper．kBase．kBintree． 

match Bintree with leaf~Base； 

l node(x，leftsub，rightsub) Gof)er(x，Unfold bintree 

(G )er，Base，leftsub)，Unfold bintrce(GO~ ，Base，rightsub))； 

则可以利用Unfold bintree去定义一些针对树结构的 

操作，如Reverse bintree函数对每个节点的左右分支进 

行交换，Map bintree函数将一颗二叉树映射到另一棵 

二叉树，Traverse bintree函数将二叉树结构转换成链 

表(treenode traverse)，等等。 

Reverse bintree~knintree．(Unfold bintree Re-- ode leaf 

Bintree)其中 RevemeNode kValue．kLeft．kRight．(node Value 

Right Left) 

Map bintree三 kUnaryFunetion．kBintree．(Unfold bintree 

(ComposelstNodeUnaryFunction)leaf Bintree) 

Traverse bintreeleft—mid—right~kBintree．(Unfold bintree 

(uⅥR—traverse)Nil Bintme)其 中 LMR—traver,~ kValue． 

kLeft．XR~ght．(ConcatenateList Left(ConcatenateList(C0nsValue 

Nil)Right)) 

Traverse bintree left—right—mid~M3intree．(Unfold bintree 

(LRM—traverse)Nil Bimrce)其中 LRM—traverse kValue． 

~．eft．kRight． (ConcatenateList(ConcatenateList left Right) 

(Cons Value Nil)) 

Traverse bintreemid—left—right~kBintree．(Unfold bintree 

(MU 一traverse)Nil Bintree)其中 MLR—traverse kValue． 

kLeft．kRight．(ConcatenateList(Cons Value Nil)(Concatenate_List 

LeftRight)) 

因此，unfold递归算法可以归结为两类：一类是对 

一 维数据结构的操作，另一类是对二维数据结构的操 

作。 

4 通过 语言实现和时间复杂度分析 

选择用 ML语言来实现递归算法的抽象，理由如 

下： 

首先，ML是高阶函数式语言。ML既支持内嵌式 

函数(nested function)，内部函数可以调用外部函数的 

变量；也支持函数作为返回值。这两个特征的组合定 

义了高阶函数的概念。因此，可以实现 currying而不 

需要函数绑定机制。其次，ML和 C++，Generic Java 

一 样支持抽象数据类型和参数化多态。此外，ML的 

类型定义精确且简洁。最后，ML在模块化程序设计 
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表1 尾递归形式与尾递归形式的时间复杂度比较( ) 

Elements Num． ReverseList MapList FilterList InsertionSortList SumList 

N0nTail Tail NonTail Tail NonTail Tail NonTail Tail NonTail Tajl 

10 17825 18025 17575 15825 24o0 2655 17775 17925 755 750 

50 18275 18125 19525 17625 2o080 20230 18575 18680 8o0 8o0 

1o0 19530 18180 21335 19130 20130 20330 20680 20830 850 805 

5o0 65280 18620 22O20 19820 22440 22420 96340 95940 14oo 1200 

1O00 246400 19Ooo 231o0 21O00 24Oo0 24100 37360o 368500 2O00 2O00 

5O00 113715o0 25O00 3Ooo0 305o0 35O00 3oooo 149465o0 140905o0 1Ooo0 5O00 

(modular pro~ ng)l9J方面相当的成熟。因此支持 

函数的组合来构造新的函数。 

unfold递归算法的时间复杂度是二次方(7"／0)。 

虽然将 unfold算法改为尾递归(tail recursion)形式从理 

论上可以把时间复杂度降低到等同于循环结构，但是 

需要添加额外的工作：由于尾递归形式使得一维数据 

结构存储元素的顺序颠倒，需要额外地调用 Re— 

verseList函数来纠正顺序。 

Unfold—tailrecUrdold—tailrec o r Base Nil=Base 

Unfold—tailrec GOper Base(Cons X List)=Unfold—tailree 

GOper(GOperX Base)List 

表1给出了非尾递归形式与尾递归形式的时间复 

杂度的实验比较数据(Pentium 4 1．8GHz平台)。 

从数据来看，除了 ReverseList之外，尾递归对于 

其他的算法在时间复杂度上优势并不明显。此外，递 

归抽象算法随着元素增加，时间复杂度增长温和，具有 

可行性。 

5 结束语 

递归算法构造子unfold提升了泛型算法的抽象程 

度。该抽象不但可以提高软件构建的复用度，而且也 

可以用于构造泛型递归算法，扩充算法库且不需要重 

复构造结构、功能相似的算法。此外，在带证明的代码 

系统(proof—carrying code)的研究领域，递归算法的抽 

象可以用于构造复用性和抽象度比较高的公理和证 

明，从而可以减少构造公理和算法的繁琐过程。 

将来的工作也可以包括对生成算子的研究和利用 

该抽象用于证明算法结构的相等性，从而证明算法功 

能的等价性。 
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