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摘 要：目前，在研究有限元并行计算时，讨论并行算法理论和并行算法设计与分析的居多，研究并行算法的实现并解决 

实际问题较少。在Beowulf集群环境下，采用 EBE策略设计出基于PVM平台的EBE—Pc( 算法，并通过一个电法勘探的 

典型工程算例对该算法在有限元计算中的性能进行了测试。实验结果表明，该算法加速比和并行效率均较为理想；在处 

理同等规模的问题时，同CG算法、P( 算法相比，具有并行度更高，耗时更少等优点。 
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Research on Application of EBE’_。PCG Algorithm in 

Parallel Computing of FEM 

CHEN Rong-zheng，LI Dai—ping，HUANG Jian，QIN Zhao-hui 

(Faculty of Computer，Guangdong University of Technology，Guangzhou 510006，China) 

Abstract：Currently，research on the parallel computing of finite element method，discussing paralld algorithm theory and parallel algorithm 

deign and analysis aleinthemajority．However，onhowtOachieve and solve practical problemsusing the algorithmisless．IntheBco~tlf 

cluat~ environment，using EBE strategyto designtheEBE—PCG algorithm  based onPVM platform ，and putsforward atypical use case 

in electrical surveying tOtatthe perfonn~eeofthealgorithrhin parallel computing ofFEM．Experimental results showthatthe speedup 

and the parallel effidency ale both excellent．Compared with CA；algorithm  and PCG algorithm  in dealing with the scale problems。 

theEBE—PCG algorithm  hasthe meritsof high degree of parallelimaandles$running—time． 

Key w0 Is：finite element method；Bco~tlf cluster；EBE—I~G；parallel computing ；PVM 

O 引 言 

随着计算机网络的高速发展和微处理芯片性能的 

不断提高，计算机网络已经成为非常具有竞争力的并 

行计算载体。借助于商业化的硬件和软件，计算机网 

络能够提供高性价比、高可用性的计算。这种高性能 

计算通常被称为集群(或称机群)计算。近年来，集群 

计算已经成为并行计算领域研究的一个热点。 

有限元法(FEM)被证明为科学和工程领域中连 

续物理系统通用的模拟方法，但缺点是传统的串行计 

算机需要花费太多的计算时间【l J。FEM需要对域进 

行离散化(一个网格或者模型)。FEM的这种思想和 

集群分而治之的思想相似。因此，有限元节点代码可 

以被并行化、在不同的基于 PVM集群结点上运行。 
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为网络并行计算；李代平，教授 ，研究方向为网络并行 计算、软件体 

系结构。 

EBE—PCG算法与有限元法十分自然地联系在一起， 

因为两者都是采用相似的最小化过程。 

在集群环境下进行有限元并行算法的研究，为许 

多工程问题的解决开辟 了新的途径，具有重要的现实 

意义。文中根据EBE策略设计出EBE—PCG算法，在 

PVM环境下具体实现了算法程序的编写。在Beowulf 

集群环境下，通过一个有限元并行计算中的典型工程 

算例对该算法的并行效果进行了验证，并将该算法与 

CG算法、PCG算法进行了对比。实验结果表明，运用 

该算法处理有限元并行计算问题，可以在算法级提高 

有限元并行度。 

1 EBE策略 

EBE策略由Hughes[ 】提出，其基本思想可以描述 

如下： 

假设 M是一总体向量，相应传统有限元分析中定 

义的单元向量 Mk，M ，引进伪单元向量的概念。假设 

单元 与第 。， ：，⋯， 号总体自由度有关，那么由 
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fM(i)，i= "，，J．=l，2，⋯，5 

M( 1 0， ≠ 1，2，⋯，s 
M( )=(M(， 】)，M(， 2)，⋯，M(” )) 

便确定了两个向量M ，M ，称由此定义的M 与M 分 

别为总体坐标和局部坐标的伪单位向量。通过伪单元 

向量，首先可以将 b= h 的计算转化为 ： 

6=h=(∑ )z=∑(缸)=∑(矗 ) 

因此 ，由于 k 与z 均只涉及单元 e，所以不必计 

算 k,x㈦，而只需计算 = ，然后将 be-对号入座” 

叠加到向量 6中。可见，EBE方法将总体计算分解到单 

元，无需形成总体刚度矩阵。各单元上的计算除了在一 

定时刻要进行一些必要的信息交换(通讯)外，相互独 

立，非常适合并行处理。 

2 EBE—PCG算法 

2．1 PCG算法 

求解方程组 = 的 PCG算法如下[。]： 

(1)初始化部分： 

① 0= 6一 0 ② 0=Mr0 ③p0=d0 

(2)每台计算节点同时执行的PCG算法描述为： 

for i= 0，1，2，⋯ ，do 

①“=Ap ②a= rTd／pT“ ③z =32+ap 

④if ll z 一z ll<￡then exit 

⑤r = r—a“ ⑥d =Mr 

⑦p=(r )Td ／rTd ⑧P =d + 

end for 

其中，￡为容许收敛误差 ，M 为预处理矩阵。 

2．2 EBE—PCG算法 

基于多项式预处理的 EBE—PCG算法L4]的实现 

过程如下： 

(1)初始化 

①Initial：z( )=0，r( )=6( ) 

~)Create M( )：M(P)= (P 0 ∑ ( (其中 
州∈o3j(e) 

M ’为预处理矩阵) 

QSolve the equation：(M( ，z5 )=r5 ) 

@Compute：s(P)=z 0 ∑ z6，，f)和 y0= 
∈m ( ) 

E 

∑(r(P )T． ( ，y=y0 
i 

⑤ ( )= ( ) 

(2)初始化以后 ，在集群系统上，每台计算节点同 

时执行的 EBE—PCG算法描述如下 ： 

for i： 0，1，2。⋯ ，do 

① )=A㈤户㈤ ②吉= E( ／y 

③ r( ’= ·( +口．P( ’ ①r( ’= r‘ 一口． 

⑤compute(M( ，4 ’)=rl ，get z： ’ 

⑥ )=z㈩0 ∑ )，p C )=(r‘ )T ‘P 
”f∈oAj(e) 

． ——

E
一  

⑦y = P ’ 
f 1 

@if(y < ￡y0)then exit 

⑨ ( )= ( ‘ ’)+(y ／Y)P‘ ’ ⑩y= y 

end for 

上面给出的EBE—PCG算法反映了分管第P号单 

元的处理机的计算过程，EBE—PCG算法很适合在集 

群环境下实现。假设计算节点的个数为 t，将所有单元 

分为 t组，分别记为 P。，P2，⋯， 组。具体计算时，由 

一 个计算节点负责一组内的所有单元的相关计算。由 

于所有计算在单元一级上进行 ，故该算法无需产生总 

体刚度矩阵，只需保存单元刚度矩阵。 

在网络集群环境下，各计算节点之间的通讯时间 

是影响并行效率的重要因素。EBE—PCG算法只有 

②⑥⑦ 步需要进行少量数据传递，故并行度非常高。 

此外，在为PCG法选取预处理矩阵时，考虑到多 

项式预处理方法不但可高度向量化，适合并行求解，而 

且不要求刚度矩阵显示给出，与 EBE策略的无需形成 

总体刚度矩阵的特点一致，非常适合与 EBE策略连 

用。故文中算法采用多项式预处理矩阵。 

3 算法在 PVlVl环境下的实现 

编程模式采用 PⅥ 的主／从(Master／Slave)模 

式 J。并行处理由一个控制块 Master和若干从属块 

Slave组成 ，主／从方式中有 Master和 Slave两种进程， 

Master主要负责接受任务、戈0分任务、启动计算和回收 

结果。每台Slave负责接受任务、处理任务、完成进程 

间的数据通信，最后把处理结果返回给Master。下面 

给出算法的实现。 ’ 

3．1 主程序 

(1)算法。 

Master主程序 

①接受用户输入数据。 

②在 X轴方向进行划分，并记录各点的X坐标。 

③ 向各 Slave机子传输数据，分派任务，并启动 

Slave应用程序。任务分派应用二次均分，其中loop[i] 

数组保存了第 i台Slave机器需要处理的结点数。 

④ 循环等待，对每一台 Slave机器回收计算结果。 

⑤合并结果，并计算输出。 

(2)关键代码的实现。 

／*Master利用二次均分法对 Slave分派任务的代码说明： 
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loop=Gbdata．nl—xPointNum／ProcNum ／／将 X方向的点按 

处理机个数均分 

for(i：O；i<ProcNum；i++)loops[i]=loop；／／)9每台Slave 

机分配相等的待处理点数 

for(i：0；i<ProcNum—Gbdata．m—xPoir~tNun1／ProcNun1* 

ProcNum；i+ +) 

loops[i]+ ；／／将均分后剩余的点再一次分配给处理机，使 

各台处理机任务大致相同 

pvminitsend(PvmDataDefault)；／／oN始化发送缓冲区 

pvm pkint(&ProcNum，1，1)；／／打包变量(处理机的个数) 

pvm—pkint(tids，Prc~Num，1)；／ 包变量(为每台Slave机 

分配 id的数组) 

pvm—pkint(1oops，ProcNum，I)；／付r包变=豉(每台Slave机需 

处理任务数的数组) 

pvm—meast(tids，Prc~Num，msg—spawn)；／优 打包的数据以 

组播形式发送给每台Slave机 

3．2 Slave从程序 

(1)算法。 

①接收Master发送过来的数据。 

②按照与Master～样的方法，进行X轴方向的划 

分，并记录各点的X坐标。 

③进行 y和z方向上的划分，记录各点的坐标和 

点的个数。令HLpointnum=X轴点数 *y轴点数 *z 

轴点数，m—halfband=X轴点数 *y轴点数十X轴点 

数 +1，构造大型稀疏矩阵 PTK[m—halfband][m— 

poinmurn]，并初始化全置O。 

④对于测量区域中划分所得的六面体，再将每一 

个六面体划分为五个小的四面体，并对五个四面体的 

各点编号。然后对于每个四面体，求出每个四面体的 

单元剐度矩阵。 

⑤由各个四面体的单元刚度矩阵合成矩阵 (。 

⑥用EBE—P( 算法求解方程Ax=b，z为未知 

量，b则根据Slave收到的loop[ ]，计算本地需要开始 

计算的初始结点，形成右端矢量 。然后对于本机问题 

域上的每一点，循环loop[ ]次，回代求解z值，故每一 

子机形成结果矩阵pu[1oop[i]][n1_一xpointnum]。 

⑦将 pu回送给Master。 

(2)关键代码的实现。 

／*Slave客户机判断自身任务、并行回代计算各点值的代码 

说明 *／ ． 

for(i=O；i<nproc；i++) 

if(mytid=tids[i]) 

{ 

me=i： 

break； 

}／偎 据自身的id号，得到自身的序号 i 

mylo)p：I(1()ps[n1(j]；／／取得自己的任务数 

urLsigned int Nodet'osition，Pos=0； 

for(j=0；j<me；j++) 

P0s+==loops[j]；／／计算出本客户机的任务开始点在何处 

for(_=0；i<myloop；i++) 

{ 

NodePosition=Pos+i： 

if(NodePosition>=Obdata．m～xPointNum)break； 

xGet(NodePosition，i)；／／回代计算各点值，得到矩阵 pu 

[1oop[i][m—xpointnum] 

} 

4 算例验证及结果分析 

笔者组建了一个 Beowulf集群系统，软硬件配置 

如下：a．软件环境 ：WPVM 3．4 on Windows XP，VC+ 

+6．0，TCP／IP；b．硬 件 环境 ：P4 2．66 CPU，512M 

DRAM，lOOMbps Ethemet。为了测试该算法 的性能 ， 

现在以一个有限元并行计算中的具体的电法勘探算例 

对该算法进行两组实验。 

(1)依次取不同的三维电场空间，利用EBE—PCG 

算法分别进行 了串／并计算对 比，对比结果如表 1所 

示。 

表 1 计算结果比较 

场区范围 异常范围 序号 PC数目 加速比 并行效率 

(m3) ( ) 

1 5 1oo*1oo*2oo 10*10*10 1．56 33．2％ 

2 5 120*120*20 10*10*10 2．23 46．5％ 

3 5 150*150*20 10*10*10 3．48 75．4％ 

4 5 2oo*2oo*20 10*10*10 4．58 96．3％ 

表 1实验结果显示，并行效率随三维电场规模 的 

增大显著提高。原因在于：当电场的计算规模较小时， 

由于串行分量的计算在总的计算中占用的比重较大， 

加上受并行程序运行时额外开销的影响，加速比和并 

行效率较低；随着求解规模的逐渐扩大，串行部分所占 

比例缩小，并行部分逐渐增大，加速比和并行效率迅速 

提高。这同加速比定律的 Gustafson修正L6 相吻合。 

(2)在 4台PC组成的集群环境下 ，分别采用 EBE 

— PCG法、CG法与PCG法处理同等规模的三维电场 

问题，各自所用时间如表 2所示。 

表2实验结果表明，EBE—PCG算法同CG法和 

PCG法相比，在处理同等规模的三维电场问题时，所 

用时间更少，并行效率更高。这主要是由于该算法采 

用了EBE策略，只保存单元刚度矩阵而不集成总体刚 

度矩阵，从而使各计算节点之间并行度大大提高，相互 

之间通讯较少。此外，在运用该算法处理有限元并行 

计算问题时，对节点编号和单元编号以及结构的几何 

形状没有任何特殊要求。 
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表 2 三种算法所用计算时间对比 

场区范围 场区屯导率／ 异常体大 异常体也导率 三种算法的计算时间 

PC／台 测距／m 埋深／m EBE— ／
n1j (S·nl一1) 小／n ／(S·nl ‘) CG l℃(； P(](； 

4 100×100×20 I 10×10×10 20 4 4 3s 3s 

4 I2O×I2O×20 I 2O×2O×10 20 4 4 7s 6s 6s 

4 I5O× l5O×2O I 30×3O×2O 20 4 4 2Is I8s 16s 

2min 2rain 2rain 
4 100× Ioo×2O I IO×IO×IO 2(1 2 4 

56s 34s 23s 

3nfin 3min 3min 4 120
x I2Ox2O I 20x20x 10 20 2 4 37

s 3s 6s 

9nfin 9min 8min 4 150
× I50×20 I 30×30×20 20 2 4 52

s I3s 22s 

5 结 语 

在 Beo~alf集群环境下，采用 EBE—PCIG算法进行 

有限元并行计算时，加速比和并行效率均较为理想。 

另外 ，从编程调试及运行情况来看所使用的 Windows 

+W PVM 网络并行平台已经相 当稳定和成熟。建立 

的PC集群可充分发挥现有计算条件，成本低，效率高， 

非常适合进行有限元并行计算。 
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