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快速开方算法在微控制器上的实现

石一辉，易 攀，张承学
(武汉大学电气工程学院，湖北武汉430072)

摘 要:介绍了两种微控制器快速开方算法:改进牛顿一拉夫逊算法和模拟手算开方算法。前者是以牛顿一拉夫逊算法

为基础的一种改进算法;后者是模拟手算开方过程实现开方的微控制器算法，这两种算法都具有较高的开方速度和计算

精度。笔者以32位数开方为例，详细介绍了这两种算法用汇编语言实现的过程，并给出算法实现的流程图，最后根据两

种算法的特点和实际运算时间，总结了两种算法的优缺点。
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Rapid Squiring Algorithm Realized on Micro一Controller

SHI Yi-hui, YI Pan, ZHANG Cheng-xue

(School of Electrical Engineering of Wuhan University, Wuhan 430072, China)

Abstract: Introduces two kinds of algorithms on how to get squire roots quickly on mic。一controller: advanced Newton一Rough algo-

nthm and the simulation一calculation squiring algorithm. The former is an improved algorithm based on the traditional Newton一Rough

algorithm, while the latter is a mic。一controller squiring method妙simulating the manual squiring algorithm. These two algorithms all

have improved the calculating speed and precision. In this article, taking a 32一bit data as an example, introduces the realizing process勿

assembly language in details, and shows the flow chart about these two algorithms. Finally, summaries the strong and week points in ac-

cordance with the characteristics and the actual operation time of these two algorithms.

Key words: squiring; advanced Newton一Rough algorithm; simulation一calculation squring algorithm;assembly language

0 引 言

    在工程的实际应用过程中〔t1常常会碰到用单片机

开方的问题。目前，对于具有强大计算能力的ASP等

微处理器来说，实现快速开方已不是难题，然而对于在

微控制领域占据主流的8位单片机而言却是一个不可

忽视的问题。如果应用传统的牛顿一拉夫逊算法实现

数值开方将会消耗掉大量的时间，这对于实时性要求

较高的系统将会是致命的缺陷。笔者介绍的这两种方

法能够极大地缩短计算时间，很好地解决这一难题。

    改进牛顿一拉夫逊算法是常规牛顿一拉夫逊算法

的改进形式，常规牛顿一拉夫逊算法的计算时间主要

消耗在斜率计算和多次迭代的过程中，其中，斜率计算

时又以除法运算消耗的时间最多。笔者针对这几个难

点提出了初值选择算法和精简除法算法两种改进措

施。牛顿一拉夫逊算法的迭代过程中，迭代初值越接

近真值，迭代算法的收敛速度越快，选择合适的迭代初

始值能够有效地减低计算的迭代次数;精简除法算法

主要是对除法计算程序本身作了一定的简化，提高了

除法计算的效率。

    模拟手算开方算法是手算开方方法的计算机实

现。它完全独立于牛顿一拉夫逊算法，没有复杂的除

法程序，只是用加、减法和简单的移位操作，实现开方

算法的全过程。对于32位长度的二进制数，模拟手算

开方算法固定循环16次。

    这些算法均已用汇编语言在C8051F020的单片

机上实现，根据实际的实验效果，开方算法的计算时间

大幅度缩短，有效地提高了单片机的计算效率。
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1 改进牛顿一拉夫逊算法

1·1基本算法[[21
    开方算法[[31即为求解方程x二vY的过程，问题

等价为求解:Y=x2.

    根据牛顿一拉夫逊算法的切线方程:

    Y=Y'(Xk+l一Xk)+Xk二
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所以:Xk+1=(Xk+Y/Xk)2
设被开方数 Y二C为迭代初值，则:

    戈+1=(戈+C/Xk)2                  (3)

式中Xk为第k次近似根，C为被开平方数。
1.2 改进算法

1.2.1 算法分析

    在公式(3)中，如果不论C值的大小，以Xo=

C(或C2)为首次根，当C值很大(如X>1010)或很

小(X<10-10)时要迭代20次以上才能达到根9位有

效十进制数据。若X二1护(或X = 10-z)，也要迭代7

次才能达到以上精度。迭代过程的特点是近似根与精

确根相差较大时，逼近速度很慢，迭代时间主要浪费在

这一阶段上，一旦接近精确根，逼近速度大大加快。所

    其中R2R3R4R5为被除数、R6R7为除数、R4R5

为商、R2R3为余数，FO是软件标志位。

    (1)被除数左移一位(以0补最低位，最高位进人

FO)。

    (2)R2R3减去R6R7o

    (3)若FO为0，则向下执行，否则R5十1,R2R3为

减后的差，且跳转到(6)a

    (4)若相减有借位，则向下执行，否则 R5十1,

R2R3为减后的差，且跳转到(6)0

    (5)恢复R2R3为减前的数。

    (6)若移位16次，则向下执行，否则跳转到(1)0

    (7)输出结果:商R4R5、余数R2R3o

1.2.4 流程图

    改进牛顿一拉夫逊算法流程图如图1所示。

一\/

以为牛顿迭代法选择一个合适的初始值

将会大大地提高其收敛的速度。改进牛

顿一拉夫逊算法正是针对初值选择这一

问题进行了研究。

一 -一 1

}UR3R4R5<Mf    -

1.2.2 初值选择

    设被开方数C=2"'·T, n‘为阶数，

T为尾数。这时0.5<T<to

则有:

    丫毛=2"'/2*了万从(m为偶数时)

                                    (4)

式中:0.7071<T <to

此时选取X。二2"'2一1作为迭代初值，比
较接近平方根值。

确定初值M:2"

而一2(。一，2*楞 ( nt
时)

式中:0.5<楞<0.7071

为奇数

    (5)

此时选取X。二2(m十‘)2一1作为迭代初

值，比较接近平方根值。

1.2.3 精简除法算法

    目前，许多微控制器[[41都没有多字节除法指令，为

了实现多字节除法运算，并保证开方计算的速度，这里

提出一种除法运算的简化算法— 精简除法算法。

    精简除法算法是对传统除法运算程序作了一定的

简化，由于在开方运算过程中涉及到的除法运算都只

是4字节除以2字节，且商不超过2字节的情况，所以

在除法运算过程中可以精简掉部分判断和移位操作，

但精简算法本身也只能适用于4字节除以2字节，且

商不超过2字节的情况。精简除法算法的实现过程如

下:

图1 改进牛顿一拉夫逊算法流程图

2 模拟手算开方算法
2.1 基本原理

    模拟手算开方算法的基本原理实际上是一个逐步

试探、逐次逼近的过程，用到的主要算法为移位和减

法。由二进制平方计算的规律可知16位的二进制数

平方后 位数 不 超过 32位。若设 被 开方数

AOAi...A31(Ao为最高位，A1:为最低位)为一个32位

的二进制数，则开方后，根不会超过16位，故可记根为

GoG1... G15( G。为最高位，G15为最低位)，并且被开方

数每变动两位，根才会改变一位，所以在试探、逼近的

过程中被开方数是两位两位进行处理的。
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    假设G。二1，将G。与AoAl进行比较，

若Go>AOA1则G。二0，余数风 二AOA1，

否则G0=1成立且余数Mo = AOA1一Goo

    假设G1=1，将Goo G1与MOA2A3进

行比较，若GOOG1 > MOA2A3，则G:二0，余

数Mi=MOA2A3，否则G1=1成立，且余
数M1=MOA2A3一GOOGlo

    假设G2=1，将GOG,OG:与MIA,A5

进行比较，若GOG10G2 > MIA4A5，则G2

二0，余数M:二MjA4A5，否则G2=1成

立，且余数M2=MIA4A5一GoG10G,o

冲反 1  1  0  0  1  0

图2 算例分析图

    依此类推可以求得G3, G4,

⋯，G巧。

2.2 算例分析

    设被开方数为 1010 0000

0000 0000，其实际根为 1100

1010。其分析图如图2所示。

2.3 流程图

    模拟手算开方算法的流程图

如图3所示。

    在流程图3中Pl,P2为中间

变量，RORlR2R3存放的是被开

方数，R4R5,R6R7分别存放计

算过程中被减数MA.A,+i和减
数Go... 0民。在计算程序完成后，
对R6R7做相应的移位处理即可

得到被开方数的根。由于在移位

相减的过程中，会造成根的最高

位丢失，所以程序的最后要根据

标志位FLAG对最高位进行修

正。

3 算法的比较
    这两种算法均已用汇编语言

在C8051FO20l']单片机上实现，并在程序中分别加人
了定时器对算法本身消耗的计算时间进行了计数。这

里选取了OH- FFFFFFFFH中的8组数据对两种算法

的计算结果和耗时做了比较。比较结果如表1、表2

所示。

    由表1可以看出，这两种算法的计算精度与被开

方数的长度有关，对大数开方都有较好的计算精度，而

对于小数的开方，由于单片机本身截断误差的存在，对

最终的计算结果都有一定的影响。但是对于小数的开

方也有提高精度的方法，如开方前放大2zn(n的取值

视要求放大的倍数而定)倍，开方后缩小2n倍即可。

        图3 模拟手算开方算法流程图

    由表2可以看出，这两种算法的计算速度有明显

的不同，改进牛顿一拉夫逊算法的计算速度与迭代的

次数有关，而迭代的次数由迭代初始值决定，改进算法

选择的迭代初始值越接近真值，则迭代的次数越少，所

以，不同的被开方数有不同的计算时间，由表2进一步

分析可知，大数的开方速度相对于小数的开方速度明

显要快;模拟手算开方算法由于算法本身只涉及到加、

减法和移位三种运算，具有固定的循环次数，所以算法

的计算时间固定。

                                      (下转第153页)
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不破坏整体的和弦和谐效果，因为G后也迅速解决到

了E音。整体来看图3这个片段，它的首尾并没有出

现A或B音，在音的跨度上也没有超过规则的限定，

因此这个小节的片段还是很好地满足了创作规则的要

求。同样经过分析图4,5所示的片段也可发现相同的

效果，所以这几个片段都具有较高的适应度值。

图3 动机片段一

周 4 动机片段二

遗传算法创作动机时仍然存在一定的局限性:

    1)遗传算法的编码存在不规范以及不准确性，由

于音乐信息的复杂性，导致在对乐曲进行编码时，很可

能会出现编码不确切的现象。

    2)尽管算法是根据设定的音乐知识进行创作，但

由于动机创作的变化性，有时并不完全拘泥于规则，故

完全按照设定的规则进行创作的结果有时会略显单调

呆板。

    3)由午遗传算法是一个启发式的搜索算法，因此

它不一定能够找到最优解。

    尽管利用遗传算法创作动机片段仍然存在上述不

足，但它仍是对机器作曲进行的有益的尝试，而且还存

在很大的发展空间，特别是怎样将情感信息加人到算

法创作动机的过程中，仍然需要进行进一步的探索。

图5 动机片段三
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4 结束语

    通过对遗传算法创作动机的研究可以发现，遗传

算法对动机创作的应用是可行的。应用遗传算法实现

乐曲的效果是取决于创作中音乐知识的表示的，也就

是规则的设立以及适应度函数的选取。如果规则制定

的越精细，那么得到的乐曲也就会越精确。但是在用
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表1 开方结果表

1H 13H 212H

17H

17H

L呈
改进

267E

FFH

IH IIH

手算开方算法 }IHIIH

63411FDF7   FFFFFEFFH   FFFH3FBEH  FFFFH3FBEH  FFFFH
的计算速度与被开方数有关，不易控制开方计算的时

间，但该算法用到的内存资源较少，而模拟手算开方算

法用到的内存资源较多，但是算法的计算时间固定，便

于控制。根据不同的应用场合，有针对地选择合适的

算法可以大幅度提高开方计算的速度。

侧
\鳖
靴

被
\
护
一
--L

\

开
一
N.

表2 开方耗时表

(单位:以定时器计数值为单位)

讼弄一}7F7i }lr} lt}}t('}7IH 311

21211
一2487
    H
267E
FFH

们)F7
EFFH

卜卜r士‘卜

FrrH

改进N‘L算法 3C9H 3月)H 81H B5H BOH 4311 3FH

手算开方算法 9711 9711 9711 9711 9711 9711 97FH

4 结束语

    改进牛顿一拉夫逊算法和模拟手算开方算法各有

优缺点。共同的优点是:相对传统的牛顿一拉夫逊算

法，这两种算法在保证计算精度不变的前提下，提高了

计算的速度。不同的是:改进牛顿一拉夫逊算法本身
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