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处理器中的浮点除法和平方根运算算法

      李 蓉，于伦正
(西安微电子研究所，陕西西安 710075)

摘 要:硬件设计中发展了许多除法运算算法，各算法在商收敛性速度、基本硬件单元和数学公式等许多方面均不相同。

通过对现在较流行的浮点除法和平方根运算算法进行介绍，分析各浮点除法和平方根运算算法的思路和适合的不同场

合，比较各自的优缺点。举例说明晓FT32处理器中浮点除法算法的选择。只有当算法的思路及其特点与运算器的结构

相匹配时才能充分发挥速度和规模的优势，所选用的算法才是有意义的。
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0 引 言

    浮点运算用来处理数学中的实数，数据表示范围

大，精度高，是最常用的数据类型之一。通过浮点运算

器完成浮点运算，运算速度快。它广泛应用于科学计

算、自动控制、信息处理甚至休闲娱乐等各个领域。

    随着处理器的加减和乘运算性能的提高，除运算

和平方根运算的耗时显得越来越大，这种性能差距限

制了微处理器的发展川，使除运算和平方根运算逐渐

成为处理器算术领域研究的热点，诞生了大量提高运

算速度的算法。

1 研究浮点除和平方根运算算法的重要性
    近几年，由于90纳米以下CM〔)5工艺的出现，使

得高性能处理器及浮点处理单元的性能取得了突破性

的进展，但数据表明:虽然现在的浮点处理器乘法延时

减少了，加法延时一般为2至4个时钟周期，乘法为2

到8个时钟周期，但是浮点除法运算所花费的时间仍

然较长，对于双精度浮点除法从8周期到超过60周期

不等。在数学的四则运算中，除法是最复杂、也是最消

耗时间的运算。浮点除法运算的速度将严重影响系统

的性能。而在某些科学计算及工程应用中，浮点除法

运算占的比例却很大。除运算和平方根运算存在类似

的迭代关系，故一般放在一起研究。浮点运算在高级

语言中很容易编程使用，但是通过硬件来实现就比较

复杂，所以大多数的El〕A软件目前还不支持浮点运

算，浮点运算一般只作协处理器另行设计，其中主要考

虑的是运算精度、运算速度、资源占用以及设计复杂度

等。
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2 浮点除和平方根运算算法的介绍
    若将浮点除和平方根运算算法按照硬件操作的不

同，可分为五类[2]

迭代(ft-inctional

:数值位循环(digit:ecurrence)、

iteration)、高基数算法(、ery

函数

high
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radix)、查表法(tablelook一up)和可变延时算法(vari-

ablelatency)。现在许多除和平方根运算算法并不是

单纯的某一类，而是综合了几种类别，采取合理的配置

以达到更高的效率。由于平方根运算理论是除运算理

论的扩展，对除运算的大部分分析和结论同样适用于

平方根运算，因此不再做专门的说明。

2.1数值位循环(digitrecurren ce)

    数值位循环是最简单且应用最广泛的除法算法。

该算法采用每次取被开方数或被除数的一位或多位与

除数进行加减运算，得到余数和商，下次再取被除数或

被开方数的相同位数附于上次的余数末尾，开始新的

迭代，直到被除数或被开方数的所有位取完为止。若

商的精度要求不变，当进制由:增加到rf时，算法迭代

次数减少为原来的1/J’。但是进制增加时，商位选择

逻辑会变得更复杂。

    数值位循环算法主要包含两类:恢复余数型、不恢

复余数型。恢复余数算法速度太慢，因需要恢复余数

的时间，已经淘汰。不恢复余数型中最典型的是SRI，

算法，已经出现了2，4，8，16，64，128，256进制的算法，

主要都是依赖于专门的除和平方根部件实现。sRT

算法每次循环产生1092 :位的结果(二为算法的基数)，
同时生成相应的部分余数。根据IEEE754标准，单精

度浮点数尾数为23，双精度浮点数尾数为52位。若

采用基数为16的SRI，算法，实现单精度浮点数的除

法至少需要24月09216=6个指令周期，而实现双精度

浮点数的除法至少需要52几。及16=13个周期。在高

进制的SRT算法中，一般都引人余数和商的冗余形

式，加快迭代的速度。除运算也是向更高进制和更高

收敛速度的算法发展。

2.2 函数迭代(加nctiona literation)

    函数迭代与数值位循环算法的主要不同在于它是

对准确结果的逐步逼近，不是按位逐位进行的，而每次

迭代的商的位数是相同的，并非随迭代次数的增加而

商的位数不断增长。不足是缺少余数并且舍人困难。

函数迭代是以乘运算作为基本操作的除法算法，二次

收敛于商。主要有:Newton一Raph厌〕n，Goldsclullidt算

法等。这些算法目前多采用专门的乘法器，以平方级

数收敛于商，可以获得较高的运算速度。应用这种算

法的处理器主要包括Inteli860，IBMRS/6000，IBM

360/91等。

    .Ne帆on一Raphso1l(牛顿迭代法)。
    该方法以数学模式求得倒数，再应用高速的乘法

器求得最后的商数。即利用乘法迭代的操作先求出除

数的倒数，然后与被除数相乘来得到商。每次迭代可

以得到双倍的精度，但除数倒数的初始近似值的精度

决定了求倒数的迭代周期，近似值越高，所需的迭代次

数就越少。例如，倒数要达到53位精度，起始精度为

1位，则需要6次迭代:1一2一4~8一‘16一32~53;8位

起始精度时，减少为3次迭代;14位时，只需2次迭子七

就可满足要求。但是，提高初始近似的精度的同时，导

致初始近似值的生成逻辑复杂度直线上升。

    .级数展开算法。

    也称肠ld、腼idt算法;3〕，是通过选择一系列乘数

尺。，Rl，⋯，转化N/D到Q/l，来获得商:N/0二

No/Do=No/Do关尺。/尺。=NI/Dl关RI/尺1=⋯

一一Q/l。通过选择每一个乘数因子RK=2一DK，分

母二次收敛到1，分子近似N/D(注:其中N，D，Q分

别是被除数、除数、商)。

    Goldschillidt除运算算法的迭代过程如下:

其中，

1，⋯。

R兀=2一DK

氏十，=氏 ·RK

坑十1=蛛 ·尺K

!1氏十，1一11毛2一2代‘’，尺、是乘数因子，K一。，

  若迭代M次后，得到的蝙就是精度达到2佗“的
商。除运算中累计有ZM次乘运算，M次减运算。例如

要达到64位精度时，则需迭代6次，此时要进行12次

乘运算，6次减运算。

    可以根据精度要求选择适合的乘数因子[3]，即对
收敛项的次幂作出选择，使运算中乘运算次数最少，即

通过选取适当的因子(1+X+⋯+妙一‘)，使除数D

的变化(D~DI，DZ，⋯)由1一x“变成1一丫(K>

1)，则商不是二次收敛，而是K次收敛，故可以提高除

运算的速度。

2.3 高基数算法(ve叮highraaix)

    数值位循环仅适用于基值较小的除运算，反之，商

位选择函数和除数倍乘逻辑会变得很复杂，同时芯片

面积和延时都会增加。高基数算法是通过减少商位选

择的规模和加快除数的倍数处理来实现面积和延时的

缩小，达到可以接收的范围。延时较小并有余数。这

里的高基数是指每次迭代的位数(基数)大于10。高

基数算法主要包括:

    .精确商近似(accurat。quotientapproximations)。
    利用查找表和乘运算来得到商值，规模非常大，但

迭代周期非常少。

    .短倒数(511〔〕rtreciproca l)。

    是一种比较成熟的除法算法，是三种高基数算法

中规模最小的，但每个迭代长度由精确商近似的一次

乘操作增加到两次乘操作。应用于C州x83D87处理
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器中，其精度为17，在巧个周期内得到双精度结果。

    .舍人并预缩放(roundi眼andprocaling)。

    舍人并预缩放的计算过程是:首先得到除数倒数

的初始近似值，然后用来缩放除数和被除数，最后通过

舍人来选择商，减小部分余数的多个迭代。该算法是

前两种高基数算法在规模和迭代周期上的折中。

2.4 查表法(tablelook一llp)

    在函数迭代和高基数算法中，计算开始前，都需要

一个较精确的初始近似值川。初始近似值可以通过某

些算法(如:线性近似法、部分积阵列法等)计算得到。

但在现代的浮点运算器的设计中，为了缩短浮点除法

的延时，获得初始近似值最常用的方法是通过查询初

始近似值表。该表通常用 ROM或PLA的形式实现，

里面存放着预先计算的初始近似值。使用时通过将操

作数的前几位作为表的一个人口地址，这个地址所指

示的位置存放着满足一定精度的初值近似值。

    查找表的优点是不需要额外的算术计算就可以快

速地获得初始近似值。缺点是查找表的容量与初始近

似值的精度有关。初始近似值精确度越高，需要的迭

代周期越少;然而精度越高，容量越大。在具体实施

中，需要在二者之间找一个平衡点。

2.5 可变延时算法(vadablelatency)

    可变延时算法的迭代周期数目不是固定的，而是

与操作数相关。有的操作数的计算时间可以更短或可

以从以前的计算中复用某些操作数。例如:计算D二

A一B一C，假设以牛顿迭代计算，每次乘法需两个周

期，整个迭代需16个周期，在犯个周期后才能得到结

果D。如果设置一个cache，存放最近计算结果的倒数，

这里存人A令B的倒数F，那么再只需两个周期就可

以得到结果D。平均每个除法的延时是9个周期，性

能提高了近一倍。目前的可变延时算法有:自定时算

法(seU一timing)、caclle结果算法(res己tcaches)和跳位

算法(bit一skippi吧)、商位预测算法(印ecLilationofquo-

tientdigits)。可变延时算法自动匹配乘法序列长度，
表现了未来在同时缩小面积和延时的发展倾向。

验证仿真”是一项并行浮点处理器(FPU)的专门研究

课题，需要实现一种快速地能够更好满足LSFT32的

双精度浮点运算部件，其浮点数标准和IEEE一754标

准完全一致，从而进一步提高1另曰、32处理器的浮点

处理能力，通过将大部分浮点操作指令设计成在单周

期完成，可以大幅度提高科学计算的速度。

    在以上各硬件浮点除运算算法中，数值位循环和

函数迭代算法具有实现面积小的优点。高基数算法速

度快，但硬件规模太大，不符合航天处理器的小型化和

轻量化要求，故不予考虑。可变延时算法，是未来除运

算算法发展的趋势。

    数值位循环算法是以加减运算为基本操作的除运

算算法，实现简单，结构规则。主要缺点是商线性收

敛，速度较慢，无法流水化作业，而快速的流水化、并行

的浮点运算是提高LS曰32性能的关键环节，因此并

不适合。函数迭代的主要优点是将除法运算乘法化，

乘法运算是其核心，商以平方级数收敛。算法结构比

较复杂，需要设计乘法器和查找表(用于迭代的初值查

询)，但其收敛速度快，精度高，可扩展性好，除法器可

以兼作乘法器使用，便于流水化作业。函数迭代中，

Goldschlnidt算法与Newton一Rapll3〕n算法性能差不

多，但是它一次迭代中的两个乘操作与Newton-

Raph、n算法的两个乘操作不同，相互之间是不相关

的，可以并发产生，因此可以利用流水式乘法器，来提

高除运算的性能。因此Goldsclllnid:算法更适合浮点

指令的并行化和流水化，故选为1-SF丁32处理器的浮

点除运算算法。

3 LSFI32处理器中浮点除法算法的选择
    航天771研究所根据51〕ARCV8 lP核所设计出

来的1另FVr32国有化抗辐照航天处理器是一款高性能

抗辐射加固型32位RI咒 CPU，具有高性能的定点数

处理单元(lu)及并行的浮点处理单元(FPu)〔51。在

比一1门32的第一个版本中，没有实现FPU，但为以后

扩展方便在IU设计中预留了FPU接口。目前综合考

虑卫星、飞船、空间站等航天飞行器对浮点处理的需

求，课题一一 “51〕ARCVS处理器浮点处理算法设计和

4 结束语

    实现除和平方根运算的硬件算法很多，它们在商

收敛速度、基本硬件单元和数学公式等许多方面都不

尽相同;在系统时钟周期，周期延时，规模大小上也各

异。要选择出面向应用最佳的算法来，是一件非常艰

巨的任务，需根据计算机的体系结构和指令格式，以及

用户的侧重点等要求来选择适合的算法，并需要作出

必要改进，以求改进的优化算法比传统算法效率更高。

    尽管现在已有许多算法被开发，然而兼具简单易

实现、速度快、精度高以及占据空间小等优点成为浮点

算法的普遍目标。
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3 系统运行实例

    为了证明FK13系统的可行性及推理效率，下面给

出一个完整的摩托车设计类实例，设计类的对象及其

相似性关系见表1一3。

      表1 工作存储器中的摩托车设计类对象

表Z Powe:的相似性关系

      决lectXfromPower(X，0.5)

        Wherex·conlbination([veryG。又11，Y，0.5)
    首先，检查已有事实，根据已有事实从知识库中取

出尚未匹配成功的规则与已有事实进行匹配并推定该

为知识库中的一条规则;然后，按要求将所需对象调人

到FKB系统中，power(X，0.5)指定了对象的隶属度大

于或等于0.5，若满足该条件，则对象被调人FKB存储

器;接着，从知识库中得到结果，在回答集中将对象返

回;最后，向用户界面提交该结果。该摩托车设计类实

例结论如下:

    ConClusion一1毕。1。，二Max(1，0.6)=1.pl与PZ的
组合结论是veryG叉)d且隶属度为1;

    Co，“clusior‘一2:内、=Max(1，0.6)=1，pl与妙的
组合结论是veryGI议』且隶属度为1。

表3 exhaust的相似性关系

4 结 论

    提出一个具有模糊推理机制的新型模糊知识库

(FKB)系统。系统的推理机制是基于传统RETE算法

的扩展，通过相似性来处理模糊问题，同时使用哥德尔

的模糊蕴涵函数来建立隶属度，提高了结论隶属度计

算效率。另外，在推理中用户可自行设置阂值来“过

滤”掉一些可能性极小的结论，提高了推理的效率和准

确性。鉴于以上优点，该系统适用于智能信息检索、故

障诊断系统和设计类专家系统等。

Defrule:(R一1)X.combination([ver厂3oxl」，Y，2):-

            power(X，0.5)
              X·top一velocity([very凡gh」，0.6)

            X·exhaust([ver邓19]，0.6)
        (R一2)X.com bination(〔9以xl」，Y，2):-

              1、〕Wer(X，0.5)

            X·top一velocity([瓦gh]，0.6)

            X·eXhaust([big」，0.6)
    根据表1一3中的摩托车设计类的对象及其相似

性关系等已有事实和规则库中的规则(R一1)、(R一2)

按照FKB系统的模糊推理机制检索组合结论是very-

G。一对的对象，并计算出结论的隶属度。

Query:SVearchthemotoobjectswithaveryG以x」阳wer
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