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基于混合遗传算法求解非线性方程组

田巧玉，古钟璧，周新志
(四川大学电子信息学院，四川成都 610064)

摘 要:将非线性方程组的求解问题转化为函数优化问题，且综合考虑了拟牛顿法和遗传算法各自的优点，提出了一种用

于求解非线性方程组的混合遗传算法。该混合算法充分发挥了拟牛顿法的局部搜索、收敛速度快和遗传算法的群体搜

索、全局收敛的优点。为了证明该混合遗传算法的有效性，选择了几个典型的非线性方程组，从实验计算结果、收敛可靠

性指标对比不同算法进行分析。数值模拟实验表明，该混合遗传算法具有很高的精确性和收敛性，是求解非线性方程组

的一种有效算法。
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0 引 言

    在理论研究和应用实践中，几乎绝大多数的问题

都最终转化成方程或方程组。在非线性问题中尤以非

线性方程和非线性方程组的求解最为重要。文中针对

非线性方程组进行分析。解决此类问题的方法有经典

算法以及近年来流行的遗传算法，经典算法无论从算

法的选择还是算法本身的构造都与所要解决的问题的

特性有很大关系。牛顿法及其改进形式是目前应用最

广泛的非线性方程组求解的方法，该类算法具有较快、

与迭代初值有关的局部收敛性，但是此类算法的收敛

性在很大程度上依赖于初始点的选择，而选择一个好

的初始点往往又是非常困难;且由于收敛的局部性，对

于一些高非线性方程，传统数值解法容易导致求解失

败，有效性较低。遗传算法是模拟生物进化中“物竞天

择、适者生存”原则的计算智能方法川。它具有全局搜

索、高度适应性、较强鲁棒性以及隐含并行性的优点，

但由于遗传算法收敛相对较慢，编码长度对精度影响

大等因素，对非线性方程组求解，与传统数值方法相比

并不具有优势[2]。对此，尝试从优化和迭代相结合的

角度来求解非线性方程组，从遗传算法和经典算法(拟

牛顿法)各自的特点出发，设计了一种用于求解高非线

性方程组的高效可靠的混合遗传算法。

问题描述
设一个实函数非线性方程组由n个方程组成，涉

及n:个变量X=(二1，xZ，x3，·

‘3，⋯，二，。)二

‘’，xj，“’
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其中，价，()可为任意形式的函数表达式(分段函数除

外)，。={X{xje(a，，气)}。求方程组(1)等价于求
解下面一个极值问题:求一个X，使式(1)取值最小。

当其最小值为0时，所对应的X为方程组的解。即:

X=(二1，xZ，x3，⋯，x沪
(2)

rnin切(X)=
气蕊毛探气

二(*，(x)一八，)2

适应度函数尺度变换的方法来解决。文中采用的是顶

级尺度变换(肠p段aling)。此变换的参数为“Quan:ity
(数量)”。

    (2)交叉算子。

    交叉算子采用启发式(HeuristiC)交叉。可以使用

参数“Ratio”指定子辈离较好适应度的父辈有多远。

如父辈是parentl和paren设，而parentl有较好的适应

度，则启发式交叉生成的子辈如下「3]:
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2 混合遗传算法

    文中在实现遗传算法与拟牛顿法相结合的思路

是:在应用遗传算法进行优化设计的基础上，采用拟牛

顿法进行二次优化，将获得的结果作为最优的设计结

果，即:首先运行遗传算法，找到最优点附近的一个点，

将它作为拟牛顿法的初始点，以找到目标函数的最小

值。

2.1 拟牛顿法

    牛顿法及其改进形式是目前应用最为广泛的非线

J性方程组求解方法，但由于牛顿法需要每步计算函数

的导数，若导函数不能直接表示出来，则很难求解。为

了减少因计算导数而带来的大量计算量，用牛顿法的

改进形式拟牛顿法来代替。拟牛顿法的核心思想是通

过用导函数的近似矩阵A*来代替牛顿迭代法中的导

函数计算。其迭代格式为:

c比ld=哪rent Z+Rat访‘(parentl一娜ren已)

(3)变异算子。

扩十‘二扩一A刃IF(尹)，其中A，二旦2一牢立。
                              QX

2.2 遗传算法原理及设计

    遗传算法是一种借鉴生物界自然选择和自然遗传

机制的随机搜索算法。遗传操作是一种群体操作，以

群体中的所有个体为对象。它包括3个主要操作算

子:选择(selection)、交叉(Croo er)和变异(mutation)，

它们构成了所谓的遗传操作(geneticol犯ration)，使得

遗传算法具有了其他传统方法所没有的特性[2]。

2.2.1 适应度设计

    成功运用遗传算法求解方程组的首要问题就是如

何设计适应度函数。对式(1)采用形如件(X)/A、=1
的归一化处理(若A、=0则不需作处理)，因此，适应

度函数可以设计成:

    文中采用Gaussian变异算子，此变异算子在进行

变异操作时，将一正态分布、具有均值的随机数加八到

父向量的每一项，替换原有基因值。该Gaussian变异

算子由两个参数“sc沮e’’和“shrink”决定[3]。
    运算终止规则:对于非线性方程组的求解，迭代终

止条件有两个:一个是进化到指定的最大代数;另外一

个是适应度限，即当前代的最佳适应度值小于或等于

规定的值时就停止。文中选择了适应度限镇。0，其中

co=10一6。

2.3 算法描述

浅gin

    确定设计变量的上、下限，随机产生初始父代群

体，并对群体中每一个个体进行编码，设定算法基本参

数。

从飞ile

    评价种群:计算各个个体的适应度;

    选择种群中两个个体以交叉概率只进行启发式
交叉运算，将父代和子代都加入到子代群体;

    对群体中每个个体以变异概率氏进行高斯变异
运算，将父代和子代都加人到子代群体;

    依据顶级尺度变换的锦标赛选择算子，选择新的

群体;

Until满足适应度限

    以以上结果作为经典算法的初始点，进行二次优

化，找到全局最小值点;

Elld

  f“neSS‘X，一。聚。、丫买‘*f‘X，/Af一‘’2‘3，
    适应度值越大，解的近似程度越好。

2.2.2 遗传操作设计

    (1)选择算子。

    采用锦标赛选择法(toun，amentselection)。锦标
赛选择的参数为竞赛规模(1our)，其取值范围为【2，

N泊d:]。为了防止采用此方法出现早熟现象，可以采用

3 数值计算和分析
3.1 数值计算

    为考察文中提出的混合遗传算法的性能，选取了

儿例具有代表性的非线性方程组进行数值分析。

问题1叫:
十对，一sx，xZ心 二85

一巧，一群，二60

+巧，一二2=2
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    Dl二1(xl，xZ，x3)13毛xl毛5，2镇xZ毛4，0.5

蕊x3镇2}

问题2〔51:

表2 收敛可靠性对比 (%)

Zxl+6x2一6x3x4二5

(二1+xZ)2一4x3一lox4=0

2.5xl+Zx，一2x3一3x4=4

xl工2+x3+x4+0.5=0

问题 GA 拟牛顿法 于〔A

  1 17 27 100

  2 32 45 100

  3 0 29 100

D:‘{(xl，xZ，x3，x4)1一10毛二、镇10，1=1，2

3，4}

问题3[6]:

xl+ +075= 0

xZ+0.405el+‘1’2=1.405

X4X6

x3一万 +1.5= 0

x4一0605。‘一:=0.395

x;一孕续互十1.5二。
  ‘ 乙

    分析:

    (1)遗传算法在一般的非线性方程组中可以获得

近似解，但是精度很难满足，在高非线性方程组中，既

难满足精度又难得到近似解;对于拟牛顿法，选择初始

点是一个非常棘手的问题，只要初始点选得不合适，就

会导致求解失败。笔者尝试过:如果随机选择初始点，

十有八九得不出近似解。因此单独的拟牛顿法和遗传

算法在求解类似这种高精度非线性方程组的问题中，

均没有优势。

    (2)混合遗传算法对三个问题求解不仅得到了近

似解，而且可靠性均达到了100%，明显高于单独的拟

牛顿法和遗传算法，这说明了在遗传算法中引人经典

算法可以提高遗传算法的效率，为解决此类间题提供

了一个好方法。
x6一xlxs=0
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3.2 结果分析

    在进行算法测试时，问题3的变量区间取为[一3，

3」。混合遗传算法采用实数编码，以上三个问题中，群

体规模p平ulation一。ize均为80，进化总代数取为170，

取TOUr为4，Quantity为04，GauSSian变异算子中

段ale取0.9，Shrink取1.0;Heuristi。交叉算子的Ratio

取1.2。选择了遗传算法、拟牛顿法、拟牛顿混合遗传

算法对每个问题随机进行了100次实验。表1给出了

三种不同算法在求解此三个问题的最优解;表2给出

了三种不同算法在求解以上三个问题100次随机实验

中的成功概率(笔者认为。二rnax !叭(x)!<10--“算

法求解成功)。

              表1 实验计算结果

4 结 论

    针对传统非线性方程组求解算法的初始点敏感问

题，综合考虑了遗传算法和经典算法的优缺点，设计了

一种混合遗传算法来求解非线性方程组。该混合遗传

算法融入了优化和迭代两种求解机制，能充分发挥遗

传算法的全局收敛性和群体搜索能力以及经典算法

(拟牛顿法)的强局部收敛和精度高的优点，得到令人

满意的结果。以上的数值模拟已表明，混合遗传算法

具有很高的精确性和收敛性，可以用于求解实际非线

性方程组问题。
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